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62050 Schrégbilder durch Transformation 3D nach 2D

Vorwort

Die Lehrplane fir Gymnasien sehen in den deutschen Bundeslandern unterschiedlich aus.

Das Thema Matrizen wird in einigen sehr ausfihrlich behandelt, in anderen werden dagegen nur

wenige Grundlagen und kaum Anwendungen behandelt.

Die Verwendung von Matrizen fiir Abbildungen ist ein naheliegendes Thema.

Dazu gibt es in der Mathe-CD im Ordner 21 zahlreiche Texte zu ,affinen Abbildungen* im R2.

Die Darstellung eines Kérpers als Schragbild im R? ist eine weitere M*

Das ist der Inhalt dieses Textes.

Ich zeige, wie man auf verschiedene Arten Schragbilder darstellen  n und verwende zui

Umrechnung der 3D-Koordinaten in 2D-Koordinaten gee’  =te Matt .

_akell.

Deren Erstellung und Handhabung ist sehr einfach und\ . einiger.  "~oielen geze’
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62050 Schrégbilder durch Transformation 3D nach 2D 3

Iransiemaiden ven SD-Keerdinaien In 2D-Koordinaten

1 TAFELPROJEKTIONEN

1.1 Was wollen wir?

Es gibt verschiedene Méglichkeiten einen Gegenstand, also ein Objekt aus dem R? in einer

Zeichenebene, also im R? darzustellen. Dabei werden die Punkte des R* auf die Projektionsebene,
also auf eine Koordinatenebene projiziert. Verlaufen diese Projektionsstrahlen parallel, spricht man

von einer Parallelprojektion.

Die einfachste Parallelprojektion ist die Tafelprojektion in eine Koor  .itenebene.
Entsteht das Bild in der xy-Ebene, nennt man es Grundriss,

in der yz-Ebene: Aufriss,

in der xz-Ebene: Seitenriss.

Diese drei Risse zusammen in einer Darstellung nennt . ‘ne Dre.  “el-Projektion.

In der sogenannten ,Darstellenden Geometrie® lernt man,\ >m. usdiese: . ....ciiten sogenannte
Schragbilder entwickelt, also Darstellungen, die (im Gegensc zu u  “issen) einen raumlichen
Eindruck vermitteln.

In diesem Text werden wir nicht kr .uierens.  rnmi. ‘o Matrizen-Rechnungen
zweidimensionale Koordinater . Kdrpers berect, Dazu gib. s verschiedene Projektionsarten,
von denen die in der Schu'  .chtigsten be rochenw. n.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



62050 Schrégbilder durch Transformation 3D nach 2D 4

1.2 Drei-Tafel-Projektion

Als erstes Beispiel verwende ich ein einfaches Haus mit Walmdach.

Ich zeige zunachst einmal zwei rdumliche Darstellungen (Schragbilder) verschiedener Art.

Abb.1 Abb. 2 fz
2 y 6 Y ]
2 () 2 4
E - S G £ %
x B C E
Abb. 3

Die Abbildungen 1 und 2 sind — sieht man einmal / 2 : \
von dem zugrunde liegenden Quadratmuster ab -

identisch. Hier wurden die wesentlichen Punktedes | / Bl i | )

Hauses in die xy-Ebene projiziert. Dazu wurde eine
schrage x-Achse eingezeichnet und die ¥

y-Achse neu benannt un y- bzw. z-Achse.

Man nennt eine solche Darstellur  .ne

Kavaliersprojektion.

In Abb. 3 wurde die Mili.  -ojektion ge= i,
die eher eine Draufsicht ve, Slt.
Sie wird in Abschnitt 3.4 besprc \. Q

/

-

Fir Arcb’”  en besondei.  ~htig sin siprojektionen, denn diese Darstellungen sind

lange  _u, winkeltreu und fl.  »ntreu. L as heil’t die Darstellungen sind nicht verkirzt oder verzerrt
und me.  'nndarin messen. |  zeige nun die Drei-Tafelprojektion zu diesen Abmessungen:

Ein Haus wirc amatisch ©  _h einen liegenden Quader modelliert. Es hat die Léange 6 LE, die
Breite 4 LEund o.  3b°  _E. Darauf sitzt ein Walmdach der Hohe 1 LE.

die mittlere obere Da. .ante hat die Lange 4 LE.

Daraus ermittelt man die 3D-Koorinaten der Ecken:

A(0]0]0), B(6]010), C(6]4]0), D(0]|4]0), E(0]0]2), F(6]0]2), G(6]4]2), H(0|4]|2)

K(11213), L(5]2]3):

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



62050 Schrégbilder durch Transformation 3D nach 2D 5

Hier also die Drei-Tafel-Projektion des Hauses mit Walmdach.

Seitenriss Aufriss

/
A\

G riss
Hier noch einmal der Grundriss allein inder.  "™Menc
Man kann die Koordinaten dieser  .upunkte naw. 41 c
berechnen. Um herauszufin®  wie man das mact, Q
stelle ich die Zuordnunge’  .r Einheitspi® = dar:
1
- ) [
E,(0]0|0)bzw. €, = > ) 24
0, K L
/0 1__
7 J|1]0)bzw. &, = )—> 0
) 2 1J 1 1 1 L L E..
A 1 2 3 4 5 6B
° L
E; (0, “\bzw.&; =|" _{Oj
)
Fur einen beliebige {{ bzw. seinen Ortsvektor gilt dann:
X = ; =X-€+Y €, +2-€5 > X'=X- ! + (© +z- 0)_(x
= Z = 1ty €, 3 =X Yol 4 o)y
10 0)[*
Oder in der Matrixschreibweise: f('z(o 1 Oj' y
Anwendung: Berechnung der Koordinaten des Grundrisses fiir einige Punkte:
- 100 6 6
B(6]0]0)—>b'= . = = B'(6]0)
010 0 0

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



62050 Schrégbilder durch Transformation 3D nach 2D 6

C(614]0) 6‘:( oj' g :@ = C'(6]4)
G(6|4I2)—>§'=(0 8] z =[f{j = G'(6]4)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2. Die Kavaliersprojektion

Sie wurde im 18. Jahrhundert von franzdsischen Baumeistern entwickelt, deren Aufgabe es war,
Festungen zu errichten.

Bei einer Kavaliersprojektion werden alle Punkte in die y-z-Ebene projiziert und die x-Achse schrag
eingezeichnet und meist verkirzt.

2.1 Das dargestellte Schragbild verwendet fiir die x-Achse o = 45° und eine Verkiirzung mit dem

Faktor k = %x/i

Bei dieser Abbildung (ict  .ine sie fywr 1 die Vektor dinaten wie folgt umgewandelt:
1 ] (0]

f. R® - R? durch =1l (- 2345 :(‘0’5j
0 ~-Sin45 -0,5

Da f eine lineare Abbi..ung ist, gilt fir beliebige Vektoren:

X

f(x)=f||y :f(xé1+yé2+zé3):x~f(é1)+y~f(éz)+z~f(é3):x(:g’gj+y~[gj+z(ﬂ

Z )

. . N . (05 1 0\ [* o

Oder in Matrixschreibweise:  f(X) = 05 0 1)|Y| kurz f(X)=T-X
’ z

. -0,5 0
mit T_(_0’5 J

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel

2:

Schragbild einer quadratischen Pyramide

mit den Eckpunkten: A(0]0]0), B(4]0]0), C(4]40), D(0]4]0), S(2]|2]6)

Transformation der Ortsvektoren:

0

0

-005 10 (0 '
fi|0 —(_0’5 0 J- 0= Oj = A(O|O)
0 0
4 4
0510
fl|0 :[ ’ J 0 :( J = B'(—2|—2)
0 -0,5 0 1 0 2
4 4
-05 10 2
fl|4 —( ’ j 4 :( j = C'(2|—2)
0 -0,5 0 1 0 -2
0 0
0510 (4 ,
fl|a _(_0,5 ! 1) 4 |- Oj ~ D'(4]0)
0 0
2 2
-05 10 1 \
f2=(’ )2:}:8'(’
6 -05 0 1 6 5
Abgekiirztes Verfahrer
Schreibt man die Ortsve™  en der abz1”’

auf einmal berechnen:

(—0,:,

-0,5 U

/

/

.

Az

2nden Punkte

.VC )

zsine Matrix, kann man alle 5 Punkte

Friedrich Buckel
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Schrégbilder durch Transformation 3D nach 2D

62050
Zusatz: Drehe diese Pyramide in der Schragbilddarstellung um 30°.
(o . .
Bei der Drehung eines Punktes P(x | y) um den Ursprung um den Winkel «
gegen den Uhrzeigersinn, entsteht ein Bildpunkt P'(x' | y') mit den Koordinaten
X'=Xx-cosa-y-sina x") _(cosa —sina) (x
y'=X-sina+y-cosa y') \sina cosa ) (y
Siehe d Text 21211 Abbild
Y (Siehe dazu Tex ildungen) )
Mit o < 300 - cos30° —sin 30°) _ 13 -1
' sin30°  cos30° I 13
33 -1 ) (0) (0
Drehung von A'(0]0): [21 j 23}.(()):(0] = A"(C )
2 2
1Jy3 -1 _ N7
Drehung von B'(-2|-2): {fr 2 J( 2):[ 0. 3} = . (-0,73]-273)
1 131 \-2) -
2 2
)

Weitere Ergebnisse:

Spitze:

www.mathe-cd.de
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62050 Schrégbilder durch Transformation 3D nach 2D 16

Losung:
a) Koordinaten der drei Ubereinander liegenden Quader:

Unterer Quader:

(01010), (610]0), (6]8]0), (0]8]0) ,(0]0]2), (6]0]2), (6]8]2),(0]8]2)
Mittlerer Quader:

(0|0|2), (4|0|2), (4|6|2), (0|6|2) ,(0|O|4), (4|0|4), (4|6|4),(O|6|4)
Oberer Quader:

(010]4), (210]4), (21414), (0]4]4) ,(0]0]6), (2]0]6), (2]4]6),(0]4]6)

b) Berechnung der Bildpunkte nach der Kavaliersprojektion mit - -L_O’S ! 0) .

05 0 1

Unterer Quader:

05 1 0 06600660 o . . 0 3 2
05 0 1/]00880088/= "= -
> 00002222 ™ " A
Mittlerer Quader:
-0,5100440044 2460 24¢t
05 0 1/]0066006. 1 > 4 2 4
s 22224 " 44) T
Oberer Quader:
. o\
[—0,510)8,2 ’835 :(0—1\, 0—134]
050 1), ", ¢ eJ 4 3 3465586

c) Schragbild:

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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24 Wourfeldarstellungen aus verschiedenen Sicht-Richtungen.

Ich will diesen Wirfel auf sechs Arten darstellen:
A(0]0]0), B(2]0]0), C(2]2]0), D(0]2]0),E(0]0]2), F(2]0]2), G(2]2]2), H(0|2]2).

Dazu verwende ich folgende Projektionsmatrizen:

a) T -0,7-c0os30° 1 0 (0,61 1 0 ~ Eine Begriindung der Verwendung
"1 -0,7-sin30° 0 1) \-0,35 0 1 eines Winkels zu a), b) und c) findet
man auf Seite 17.
—| . O —]
b) T2=£ 0.3-cos60" 1 sz( 8’12 (1) ?j . Damit wird die Richtung der x-Achse
-0,3-sin60~ 0 1) \-Y im Schragbild A=finjert und auch die
Langenr’
o T - 0,3-cos30° 1 0| ( 026 1 0
*1-0,3-sin30° 0 1) \-0,15 0 1
0,26 1 0
9 T“_(O,GZ 0 1j
0,26 1 0
®) T5_(—0,62 0 1)
-0,35 1 0
0 TG‘( 035 0 1)

Losung: Berechnung aller achtb. unk.. *e. =3r Matrix.

061 1 0y[02 7 0220y ( B C DE F G H
a) (‘0'3501].0r.2007?=0 2 078 2 0 -122 0,78 2

o r 0022 2){0 -, 0702 13 13 2

0154.\(024 J 22 0) B C DE F GH
b) (:0’4 02. 022 0-03 17 20 -03 17 2

Yie 00. 2  lo0-03-0302 17 17 2

w 10(02: 170220 (A B C DE F G H
c) Lb 01)-oo 002 2|=/0 052 252 2 0 052 252 2
o 00 J 2222 0 03 -03 0 2 17 17 2
026 1 0 . 200220 (A B C DE F G H
d) [0’6201)-\,0220022:00,522,52200,522,522
’ 00002222 |0 124 124 0 2 324 324 2
026 1 0y [02200220) (A B C DE F G H
e) [0’6201)00220022:0 052 252 2 0 052 252 2
— 00002222 (0 -124 -124 0 2 0,76 0,76 2

o

0,62 2,52
0,76 0,76 2

N

f) [0’2610)00220022:00,522,522
00002222 0 124 124 O

N

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



62050

Schrégbilder durch Transformation 3D nach 2D 18
Die Bodenflache des Wurfels ist innen gelb, aul3en grau.
Sieht man also die Bodenflache gelb, blickt man von schrag oben auf den Wiurfel
(dessen andere Flachen durchsichtig sind.)
A
z
1..
P8
s s A A D !..
2 K 2 |
B -1+ C
X
) A D
2 F & Y T_
X‘ 2 -
1..
; : D|Y
é '1 0 X [ g
18 g
-1-..
X
A
z
1..
s A A D !..
-1 0
iy '
Tz r, " C
_‘ T
X B C
N2 1t c 14
s 14 A 14
1 A 1 D A -

Bei diesen beiden Schragbildern blickt man von unten auf den Wiirfel. Dies erkennt man auch am

Umlaufsinn der vier Eckpunkten A, B, C und D. Er ist beim Blick vom oben gegen den Uhrzeigersinn,
beim Blick von unten im Uhrzeigersinn!

Friedrich Buckel
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3. Projektionen mit zwei schragen Achsen:

3.1 Allgemeine Formeln zur Projektion

Bei schrag liegenden x- und y-Achsen lautet die Transformationsmatrix

T- —k,-cosa k,-cosp O
—k;-sina —k,-sinf 1)’

Die Herleitung erkennt man aus der Zeichnung.

Z
1
.
=
k -cos(a) s (Y)
} t } -
| 0 2
k, -sin(a) * s .
-] N
Y
2
X
4
€', istdas Bildvon &,. . ‘lie Betr ilt: @ =1und |&"]=k,-[&]=k.
Damit erhalt mar -~ Kompone. von €',so:
I R e =, [k, -cosP
e' - \ .naJ . Analoges gilt fur &', = (_kz -sinBj

Firdie  °ndard-Einheitsvekt. 1 folgt dann:

Denn:  f(e,)= /(1ﬂ=f" ’OSO‘J und f(8,)=f E :(kfcosﬁj, £(8,)=f E): {?)

4 -Sina —k, -sinf
\
Da f eine lineare Abbildung ist, gilt fiir beliebige Vektoren:
f(x)=f

_ . ~ ~ ~ ~ —k, -cosa k, -cosp 0
=f(xe, +ye, +ze3)=x-f(e1)+y-f(e2)+z-f(e3):x-(_k11 ~sinaj+y'(—k22 ~sinﬁj+z'(1j

N < X

X
Oder in Matrixschreibweise: f(f():(_ll(:'(;?:g kli.cgii% ?J[y] kurz f(X)=T-X
K, - kK, -
z

Es folgen nun spezielle Projektionen

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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3.2 3z
2.-
1z
€3 (y)
t e
uel 0 E; hﬁ““z\l
X . N
5 :

Dabei werden die Vektorkoordinaten wie folgt umgewan ¢ f: R® > R? du
B —k1~005aj_ —
~kyesir ) -0,
0
. _(ky-cos, '
f(e;)=f 1”‘(—k2.sinﬁ/ _L—b, w

fe \=fllo Y
)

Da f eine lineare Abbildung * It fUr beliekige Vekic

—
—_
A(Dl
~
Il
—

O O -~

X -0,5 1 0
f(x)=f Z =f(xé, - +26," ‘-f(e1)+y-f(q2)+z~f(e3):x~(_0:5j+y~(_0,25)+z~[1j
o . o 1o X I
Oderin M «schreibwei. f(X) 0,25 1) Z , kurz f(X)=T-X
it (05 1 0
~|-0,5 0,25 1
Zusatz: Die. ‘el schragen Achsen kann man einfach bestimmen.
Mit k, = 1+/2 folgt fiir die
1/2 COSazi:lx/E
—>~2-cos - 2
x-Achse: f(é1):{ 21 _ GJ:( 82) =N 12 — o =45°
_E\/E-S"']Q. —Y, Sinaz—zz%\/i

[l

=0,25 = p=arctan(0,25)~14°

y-Achse: tanp = 1=

Wir projizieren damit jetzt die im Beispiel 2 behandelte Pyramide.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Zu Beispiel 2:

Schragbild einer quadratischen Pyramide

Transformation der Ortsvektoren:

0
0
0

o b

B

A~ O

N

{

-0,5
-0,5

1
-0,25

-0,25

-0,25

-0,25

1
-0,25

Die rechte Darstellung zeigt das

Die x- und die y-Ac’

Lediglich die y-Ac.

braucht sie zum Abtra,

sind mit der

~

/

Vi

~t jetzt n

0J<(o) = #er0

§ -(3) = et2
2 (3) = e
-(4) =
-

.oen berechn.  “chragbu.

Jariante de

.erechneten P .koordinaten.

~hragbildes identisch.

mit den Eckpunkten A(0]0]0), B(4|0]0), C(4]4]0), D(0]4]0), S(2|2]6)

wobei die ,alte y-~chse” ohne Pfeil noch sichtbar ist. Man

Friedrich Buckel
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62050 Schrégbilder durch Transformation 3D nach 2D 22

3.3
Die urspringlichen x- und y-Achsen sind in Klam.  n angedeutet.
Dabei werden die Vektorkoordinaten wie folgt umgewanc . R3 5 -~h
Al
- , -0,5
f(e1)_f( _(_0,5j
\ 1
0
1
S)=fl1fl=, ")
ol \
0
f(e r||0 :(9\
1
Da f eine lin- e ~ist, gilk  Meliebir  ektoren:
X
X)=f||y||=f(x€- ,+z&)=x-f(&)+y-f(&)+z-f(&)=x- 0.5 +y- T )iz (0
. B U 1 2 ’ -0,5 -0,5 1
05 1 0)|*
Oder in Matrixs  ibweisr f(f()z(_ozs 05 1) )Z/ , kurz f(X)=T-%
. -05 1 0
mit T‘(—0,5 0,5 1)

Wir transformieren damit jetzt den im Beispiel 3 behandelten Turm.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Zu Beispiel 3: Der Turm

Grundflache:
Obere Eckpunkte:

Spitze: S(313]20)

Berechnung der Schragbildpunkte:
0
05 1 0 (0 .
0,5 0,25 1)'{0}@ = A(010)
6
-05 1 0 (-3 oAl
05 05 1)' 8}‘(_3] = B'(=3]-3)

(
(

C(6|6|0)—>(_8’g _(15 ?) 6 =[36J = C'(3]|-
(

05 1 o»

E(O|O|14)—>(_O,5 05 1

J
F(6|0|14)—>[:8:g 3 0\.(21- imJ = F'(-3]11)

~ o 0 /3
G(6]6]17 05 )-Ls )

.0
05 1 0 (6 ,
Hotel. [ 9% 0 e][ﬂj = H(6]11)

S(313]20) ﬁ(:;,s 45 (1))[

A(010]0), B(6]0|0), C(6]6]0), D(0|6]0)

E(0]0[14), F(6]0]14), G(6]|6]14), H(0|6]14)

Man vergleiche dieses Schragbild mit dem auf Seite 10.

Hier blickt man mehr von oben auf den Turm.

Friedrich Buckel
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3.4 Die ,,Militarprojektion“

Die im Titel genannte ,Militdrprojektion“ verwendet ki = k,= 1, o =60° und p=30°:
Damit lautet die Transformationsmatrix so: ry .
T _[~c0s60° cos30° 0)_ -1 1530 T
-sin60° -sin30° 1) (-143 -1 1 1
i

” ()

u _; L Ll

Zu Beispiel 1 (das auf Seite 4/5 beschriebene Haus): A

Ein Haus wird schematisch durch einen liegenden Quader modellie
Es hat die Lange 6 LE, die Breite 4 LE und die Hohe 2 LE.

Darauf sitzt ein Walmdach der Héhe 1 LE.

die mittlere obere Dachkante hat die Lange 4 LE.

Berechnung der 3D-Koorinaten der Ecken:

A(0]01]0), B(6]0]0), C(6|4]0), D(0]4]0), K ,
E(0]0]2), F(610]2), G(6]4]2), H(Ol~ ™ K(112]3), 5|2].

Ich berechne alle Koordinaten ,zugleich® mit " Ma.

~1 13 0)[06600 0V 5 LB 2BY 3 3423 23
; ] 0044 .,44|= .
_5\/5 _E 1 0 0 (\ Z 2 2 2 3\/5 —3\/\ —2 2 2—3\/§ —3\/5 0
A B C D v ~ G d
=0 -3 05 350 3,6| (1.7 = Namen der Punkte)
0 -52 -72 2 2 -3. -2 O
1« ‘ = L
_1 0 > 3_1 5
(12, ? jzz-_ J_12 JZJ~ 2 0,8
2 2 V{3 3) L 2¥3 2-3V3) (11 23

Das graph.  ~ Ergebnis:

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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3.5 Die Isometrie

Die im Titel genannte ,Isometrie* verwendetk; =k,=1, o =30° und p=30°:

Damit lautet die Transformationsmatrix:

[—% 3 143 Oj

4 1

2 2

T _[~c0s30° cos30° 0
-sin30° -sin30° 1

Und nochmals ein Schragbild unseres Hauses mit Walmdach.

Berechnung der 2D-Koorinaten der Ecken:

A(0]0]0), B(6]0]0), C(6]4]0), D(0|4]0), E(0|0]2), F(6 12), G(6]4]2), H(\ ']|2)
K(11213), L(5]2]3):
Ich berechne alle Koordinaten ,zugleich“ mit einer Matrix

Die Ergebnismatrix hat naturlich nur zwei Zahlenzeilen. Die wiL  *ehende Buchstabenzeile
soll nur angeben, zu welchem Punkt die darinter stehenden »ordn 1 gehdren!

1313 0)(0660066015 A c EF G H K L
{21 2™ 1}0044004 22J: 343 2. 0 -3V3 /3 243 13 33
2 2 000022 233 Lo > 5 1 3 0 3 -1
‘A B DE F G H K L
~|0 -52 -.. 350 -52 -17 3,5 0,87 -2,6
o -~ 5 22 -1 -3 0 3% 1

Das graphiscr i

Links dic  .oildung durch netrie, rechts die Militarprojektion.

/
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